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1.9  闭区间上连续函数的性质

1.  最大值和最小值定理
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定理1.9.1  (最大最小值定理)     闭区间上的连续函

数在该区间上一定可以取到最大值与最小值。
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定理1.9.1  (最大最小值定理)     闭区间上的连续函

数在该区间上一定可以取到最大值与最小值。

注意:1.若区间是开区间,  定理不一定成立;

2.若区间内有间断点,  定理不一定成立.
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定理2(有界性定理) 在闭区间上连续的函数一定
在该区间上有界.

证 ,],[)( 上连续在设函数 baxf ],,[ bax∈∀

,)( Mxfm ≤≤有 },,max{ MmK =取

.)( Kxf ≤则有 ( ) [ , ]f x a b∴函数 在 上有界

2.介值定理

定义1.9.2 如果x0使 f ( x0 ) = 0 ，则称 x0 为函

数 f (x) 的零点.

0 ( )x f x是函数 的零点

0 ( )=0x f x是方程 的根
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定理1.9.3(零点定理)设函数 f(x)在闭区间[a,b]上
连续，且 f(a)与 f(b)异号，那么在开区间(a,b)内至

少有函数 f (x)的一个零点。
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定理 4(介值定理)  设函数 )(xf 在闭区间 [ ]ba,   

上连续，且在这区间的端点取不同的函数值 

       Aaf =)(  及 Bbf =)( , 

那末，对于A与B之间的任意一个数C，在开区间

( )ba, 内至少有一点ξ，使得 Cf =)(ξ  )( ba <ξ< . 
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定理4(介值定理)  设函数
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证 ,)()( Cxfx −=ϕ设
,],[)( 上连续在则 baxϕ

Cafa −= )()(ϕ且

,CA −=
Cbfb −= )()(ϕ ,CB −=

,0)()( <⋅∴ ba ϕϕ 由零点定理, 使),,( ba∈∃ξ

,0)( =ξϕ ,0)()( =−= Cf ξξϕ即 .)( Cf =∴ ξ

4( )定理 介值定理 [ , ]( ) , ( )a bf x f a AC C∈ =设 介于 与

( )f b B A C B B C A> > > >= 之间（即 或 ）
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推论 在闭区间上连续的

函数必取得介于最大值M

与最小值m之间的任何值.

[ , ]( ) , ( )a bf x C m M m f x M∈ ⇒ ∃ ≤ ≤使得

[( ) ( ), ]2 am C M f Cbξ ξ⇒ ∃ ∈≤ =≤ 使得

(( ) ( ), )1 am C M f Cbξ ξ⇒ ∃ ∈< =< 使得
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3 2  4 1 0 0      1 1( , )x x− + =证明方程 在 内例 至少有一实

根。
3 2

0 14 1 [ , ]( )f x x x C= − + ∈证 记

( )由介值定理 零点定理 知

0 1 0 1 2 0( ) , ( )f f= > = − <

0 0 1( ) ( , )f x =即方程 在 内至少有一实根。

0 01( , ) ( )f∃ ∈ =ξ ξ，使



10

0 0 0

       2  [ , ]( ), ( ) , ( ) ( ),

( ) ( ), : ( , ) ( ) ( )
a bf x g x C f a g a

f b g b x a b f x g x

∈ >

< ∃ ∈ =

设

证明

例

使 .

[ , ]( ) ( ) ( ) ,a bF x f x g x C= − ∈证 设

0 0( ) , ( ) ,F a F b> <

0 0 0 00( , ) ( ) ( ) ( ).x a b F x f x g x∴∃ ∈ = =，使 即



11

 [ , ]( ) X Xf x C −∈又

{ }1max , ,M M a′= +取

1 0 1, , , ( )X x X f x a= ∃ > > − <ε对 当 时

       3 ( , )( ) , lim ( ) , ( )
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x
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设 且 存在 则 在例

内有界.

 ( ) , ( ),f x a x→ →∞证 设

,x X x X> < −即 及 时
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